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Введение декартовых координат в пространстве 



Найдите координату х точки А; 
координату у точки В. 


Система 

координат 


Начало координат—точка 0. 
Три координатных оси: х, у, х. 
Три координатных плоскости: 
ху♦ ух, XI. 


Координата х точки А—это 
координата точки А к на оси х. 
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Точка X с координатами х, у, г обозначается X (х, у, і). 



В какой плоскости лежит точка N7 точка К? 

На какой прямой лежит точка М? 

Какие из точек А (I. 2, 3), В(0, I, 2). С(0. 0. 3), Р(І, 2. 0) 
лежат в плоскости ху? в плоскости уг? на оси 2 ? 


В 















АВ^г. Найдем длину АВ. 

1. Пусть АА,|| х. ВВ,|| х. 

2. Тогда А^(Х|* у^* 0)* В^{ х^« у^# 0). 

3. Пусть ВС || А^, (в плоскости АВВ,). 

4. Тогда АВ 2 -АСЧ ВС 2 = АС 2 +А,В}» 
= (*2 - *і) 2 + (*2 - *і) 2 + (у* - У,) 2 - 


Объясните каждый шаг приведенного рассуждения. 
Какой будет результат, если АВ || г ? 
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ЗАДАЧА. В плоскости ху найдите точку М, равноудаленную 
от трех данных точек: А(0, 1,-1), В(-1, О, I), С(0,-1, 0). 



□ 







Найдем координаты точки 
С(х, у, 2 ) —середины АВ. 


1. Пусть А А, II 2 , ВВ,|| X, СС, || *. 

2. Тогда А, (х,, у,, 0), В,(х 2 , у,, 0). 

3. Тогда С, МІЦ 0). 

4. Но С,(х, у, 0). 

5. Значит, х = - * ■* +** . у= - У* . 

6. Пусть АА 2 О х, ВВ Х || х. СС 2 1| х. 

7. Тогда х = д Ід . 

Ответ: С(^1, 

ж і+ ж і» 

~ 2 ~ ] - 


Объясните каждый шаг приведенного рассуждения. 















ЗАДАЧА. Докажите, что четырехугольник АВСК с вершина¬ 
ми А(І, 2, 3), В(0, 2, 4), С(І, I, 4), К(2, 2, 2)— параллелограмм. 


I 


Каким признаком паралле¬ 
лограмма удобно восполь¬ 
зоваться для решения этой 
задачи? Решите ее. 


С 


В 







Преобразования фигур в пространстве 



На плоскости 

В пространстве 

Симметрия 
относительно точки 

/о 

А 

в, 

Симметрия 
относительно прямой 

* 

А, 

-ь 

Гомотетия 

6а,= к-6 а 

аТч. 

у'* 



о*' 6в,= ков 


Сформулируйте определения преобразований в про¬ 
странстве: симметрии относительно точки, симмет¬ 
рии относительно прямой, гомотетии. 
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Симметрия относительно плоскости: 

(АКІоС, КСсХ, КА»= КА)'4 і ^(А и А ( симметричны относитель¬ 
но плоскости еС). 

(РбоС)^^(Р симметрично себе относительно плоскости <х). 


А 



А, 


Назовите отрезок, симметричный относительно плос¬ 
кости оС I) отрезку РА; 2) отрезку АК; 3) отрезку 
РК; 4) отрезку АА,. 
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ЗАДАЧА. Найти точки, симметричные относительно коорди¬ 
натных плоскостей точкам: А(І, 2, 3), В(0, — I, 2), С(І, 0,-3). 



Определите, как связаны 
координаты х точек А и 
Аі, их координаты у и их 
координаты г, и решите 
задачу. 


Е 












Вспомните, какое преобразование называется движением. 
Симметрии относительно точки, прямой, плоскости- 
движения. 



При движении: 

I) прямая—►прямая; 

2) луч—►луч; 

3) отрезок—►отрезок; 

4) сохраняются углы 
между лучами. 


Пусть при движении точки А, В, С плоскостное, не 
лежащие на прямой, переходят в точки Аі, В». Сі 
плоскости Докажите, что оС переходит в<Х|. 
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2И5 Вспомните, какими формулами задается параллельный пере¬ 
нос на плоскости. 



Параллельный перенос в 
пространстве: 

х'= х + а 
< у'= у + Ь 
г'= 2+С 


Закончите утверждения если параллельный перенос пе¬ 
реводит А в А', В в В', то: 


1. АВ = ... . 

2. АА' II ... (или ...), АА ,= ... . 

3. Прямая переходит в .. (или в .. .). 

4. Для любых М и М' существует единственный .... 
переводящий ... . 

5. Два параллельных переноса, выполненные последо¬ 
вательно, дают ... . 

6. Преобразование, обратное параллельному переносу, 
есть ... . 
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Найдите а, Ь и с в формулах параллельного переноса, кото¬ 
рый переводит А в А'. 



х'= х +а 
у'= у + Ь 
г'~ і + с 


В 
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Докажите, что при парал¬ 
лельном переносе плос¬ 
кость переходит либо в 
себя, либо в параллельную 
плоскость. 


Ь 



оС 



□ 
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Сформулируйте определения гомотетии и преобразования 
подобия. 
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Углы между прямыми и плоскостями 


а и Ь—скрещивающиеся прямые; а'|| а, Ь'|| Ь. 
Тогда угол между а и Ь—это угол между а'и Ь'. 


Докажите, используя чертеж, что если а, || а, а 2 1| а, Ь ч || Ь, Ь 2 || Ь, 
то угол между а< и Ь, равен углу между а 2 и Ь 2 . 


М 



□ 



Сформулируйте, воспользовавшись чертежом, определение 
угла между прямой и плоскостью. 



Докажите, что угол между прямой и плоскостью 
дополняет до 90° угол между прямой и перпенди¬ 
куляром к плоскости. 
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Расстояние от А до сС равно Ь. Найдите длины наклонных, 
проведенных к сК из А под углом 30°; 45°; 60°. 


А 
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Если плоскости параллельны, 
равным нулю. 


Сформулируйте с помо¬ 
щью чертежа определение 
угла между пересекающи¬ 
мися плоскостями. 



то угол между ними считается 



Докажите, что величина 
угла при этом не зависит 
от выбора секущей пло¬ 
скости. 


т 







РГДБ 

2015 

Угол между оС и у? равен 30°. сС и $ пересекаются по пря¬ 
мой а. А лежит в оС и отстоит от ^ на расстояние Ь. Най¬ 
дите расстояние от А до а. 



ЕЕ 


АВ±у?, 

АСІа. 


Проверьте свое решение. 



АВір, 
АС _І_ а. 


ДАНО: 

Угол между оС и ^ равен 30°. 
А лежит в сС и отстоит от ^ 
на расстояние Ь. 


Найти расстояние от А до а. 


(АВІуЗ, АС±а)-ИВС1а). 

(АС Іа. ВСіа)-^(ІАСВ = 30°). 
Почему? 

Тогда АС=Ь:-^-=2Ь. 

Но АС—это расстояние 
от А до а. (Почему?) 

Ответ: 2 Ь. 


▲ 





Площадь ортогональной проекции многоугольника 


Ортогональная проекция на плоскость— это параллельная про¬ 
екция в направлении, перпендикулярном плоскости. 



В каком случае проекция фигуры Р на плоскость 
ос является ортогональной? 








ТЕОРЕМА. Площадь ортогональной проекции многоуголь¬ 
ника на плоскость равна произведению его площади на 
косинус угла между плоскостью многоугольника и пло¬ 
скостью проекции. 


Докажите теорему для треугольника и плоскости, про¬ 
ходящей через его сторону. 
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ДОКАЗАТЬ: 

5 про*кции=5 • со$^Р, где 
5^— угол между плоскостями. 


Докажите теорему для треугольника и плоскости, парал 
лельной его стороне. 


С 


СС,_І_оС 

<Х, || ОС 



ЕС 
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ДОКАЗАТЬ: 

5 проекции 3 5 • со*у, где 
у—угол между плоскостями. 


Докажите теорему для треугольника и произвольной 
плоскости. 


В 


ВМ II оС 

мм, ±<х 



ЕЕ 
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ДОКАЗАТЬ: 

5 проекции 88 5 • со$^» где 
угол между плоскостями. 


Докажите теорему для общего случая. 
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Векторы в пространстве 


Вспомните, что такое: 


ВЕКТОР, 

АБСОЛЮТНАЯ ВЕЛИЧИНА 
ВЕКТОРА, 

НАПРАВЛЕНИЕ ВЕКТОРА, 



Все эти понятия в прост¬ 
ранстве определяются так 
же, как и на плоскости. 



т 
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А і( х і’ у |. *з) 


а, = х 2 - х, 
а 2 = у 2 - у, 

Эз = *2 “ 


—координаты 
вектора а. 


А,{*,, у,. 2,) 


(а (а«, а 2 , аз) — Ь (Ьі, Ь 2 , Ьз) (а* — Ь«, а 2 — Ь 2 , аз — Ьз) 



Среди данных векторов 
найдите равные. 


ЕЕ 






а (а,, а 2 , а 2 )+Ь(Ь,, Ь 2 , Ь 3 ) = с(а,+ Ь,, а 2 +Ь 2 , а 3 +Ь 3 ) 


Докажите, что АВ + ВС=АС. 
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Л.а=(Ла и Лаі,Лаі) 



Чему равен \Ла(і 

Как направлен вектор Л а, 

если Л>0 ? если уі< О? 


ЕЕ 
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Закончите и объясните решение 


а = {\, 2 , 3 ), 

А (1, I, I). 


Найти в плоскости ху _ 

точку В, если векторы АВ 
и а коллинеарны. 


Решение. 
Пусть В (х, у, х). 


1 . 2 = ... . 

2. АВ = (..., ...» ...). 


(Почему?) 

4 . X ЗВ • • . | у 35 ... • 

Ответ: В(..., ..., ...). 


ЕЯ 
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Если а=(а,, а 2 , а 2 ), Ь = (Ь,, Ь 2 , Ь 2 ), то 

аЬ = аі Ь, + а 2 Ь 2 _+ а 3 Ь 3 — скалярное произведение 

векторов а и Ь. 


Докажите, что а=| а | 2 = а, 2 + а| н-а]. 



Докажите, что (а±Ь)++(аЬ = 0). 




т 













Найдите косинус угла между АВ и СМ, 
используя следующий план решения: 


1. АВ—(..., СМ —.... ...). 

2. |_АВ| = „., |СМ|=... . 

3. АВ • СМ =...+. . 

4. со$у>=... . 








Проверьте свое решение. 



1. АВ = ( 1 - О,-I -1, 2 - Н )) = (І. -2, 3 ), 
СМ = (Т у 3, -3 — I, I — 0 ) = (-І. —4. і). 

2. | АВ|= \ / 1 2 +(-2)* + 3 2 '=\ /~ІА 

|см| =у Нг+И) 2 -и , =ѵ г і 8^ 

3. АВ • СМ = І(-І) + (-2)(-4)+3 • 1-10. 

4 - СОі У = ѴттѴтГ = >ГГ*\ГГ * 

5 

Ответ: со* ^ ^ * 


Ш 
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еі, е 2 ,еэ—орты 



ЕЕ 


а = (а,, а), аз). 
Докажите, что 
а = аі еі + з 2 в2"ЬЭ10з. 


у 












Уравнение плоскости 



о(— плоскость; А 0 , А—точки 

оС; п±оС. 


Найди те координаты век¬ 
тора Ао А и определите, 
чему равно ск аляр ное про¬ 
изведение п«АоА. 





2И5 Так как п-А 0 А = 0, то а (х- х 0 ) + Ь (у - у 0 ) + с (і - г 0 ) = 0. 


Итак, любая точка А плоскости оС 
удовлетворяет уравнению: 


ах + Ьу + С2 + сі = 0 . 


Чему равно сі 
в этом уравнении? 


Докажите обратное: если А удо¬ 
влетворяет этому уравнению, то 
А лежит в ОС . 



ах + Ьу + сг + <1 = 0—уравнение плоскости. 


н 


Координатами какого вектора являются здесь числа а, Ь и с? 


ЕВ 
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Найдите по следующему плану 
уравнение плоскости оС , если А 
лежит в ос и АВІ-сХ: 


1. АВ = (.). 

2. Значит, уравнение плоскости: 
...х+ ...у+ ...і+ <1 =0. 

3. Чтобы найти 6 , подставим в это 
уравнение координаты точки ... . 

4. Получим, что 4=... . 


ш 
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Проверьте свое решение. 



1. А В = (0 — I . І-2.-І -3) = 

= К-1.-4). 

2. Уравнение плоскости: 
Н)х+Н)у+(-4)і + 4 = 0. 

3. Подставим координаты точки А: 

И) • « + (-!)• 2 + (-4 ) • 3+4 = 0; 
-1 -2 -12 + 4 = 0 . 

4. Отсюда 4 = 15. 


Ответ: -х -у -4і+ 15 = 0. 


Как еще можно записать это уравнение? 


ЕВ 
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Докажите, что прямая в пространстве задается систе¬ 
мой уравнений: 


іа, х + Ьі у + с, 2 +■ сі, = 0: 

| а 2 х + Ь 2 у + с 2 и- сІ 2 = 0. 



ЕЕ 


▲ 


КОНЕЦ 
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